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DGRAMME DE TERMINALE C 

(Horaire hebdomadaire: 9 heures) 

peuvent faire l’objet de questions de cours, écrites ou orales, 
# d'un problème ou d’un exercice d'application à l'écrit ou à l'oral 

du programme comportent un ordre d'énumération. Cet ordre exprime parfois une intention 
fs pourront s'inspirer, mais il ne saurait être imposé ; par exemple, il est loisible de permuter 
[alinéas concernant les nombres entiers, les III - 1 et 2 (notions de continuité et de limite), 
3, une autre introduction des nombres complexes, etc. 

be l’occasion s’en présentera on mettra en évidence, sur les exemples étudiés dans Les différents 
es Strüètures de groupe, sous-groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ainsi que les isomorphismes et 

orphismes (noyau), automorphismes rencontrés. 

IL — Nombres entiers naturels. Arithmétique 

Énoncé des propriétés sites à l'ensemble N des entiers naturels. Raisonnement par récurrence, 

Anneau Z des entiers relatifs, Ste d'un entier relatif: notation nZ, Congruences modulo n; 
neau Z/nZ. Division euclidienne dans Z, dans N. Principe des systèmes de numération ; base ; numérations 

ale et binaire. 
s premiers dans Z; si p est premier, Z/pZ est un corps. 
ion d'un nombre en facteurs premiers ; existence, unicité, 
commun diviseur et plus petit commun multiple ; nombres premiers entre eux; identité de 

b) ) est laissé au choix du professeur.) 

— Nombres réels. Calcul numérique. Nombres complexes î 

(sans démonstration) des propriétés de R: c’est un corps commutatif totalement ordonné 

partie non vide majorée admet un plus petit majorant ; tout intervalle de R contenant plus 

ent un nombre rationnel. 

décimales approchées à 107" près, par défaut et par excès, d’un nombre réel. 
ion d’un nombre réel par une suite décimale illimitée (l'étude de la périodicité n’est pas au 

leurs approchées d’un nombre réel, encadrement, incertitudes absolue et relative. 
leurs approchées d’une somme, d'une différence, d’un produit, d'un quotient de nombres réels dont on 
ait des valeurs approchées. 
nombreux exercices de caleul numérique seront faits à l’occasion de l'étude des fonctions usuelles et à 

” roblèmes, pour mettre en application les notions de valeurs approchées, d'encadrement, d'ordre de 
itat, d'incertitude (ef. V - 8). 
t la multiplication des matfices 2 X 2 munissent l’ensemble € des matrices à coefficients 

(4 ai :) d’une structure de corps commutatif. Identification de R à un sous-corps de € 

2 0) j/c\est on espace-vestoriel de dimension! deux sux R: Notation a/44 86: 0 à 
; nombres complexes conjugués ; module d'un nombre complexe. 
hisme @ de R sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 (rappel de 

ne trigonométrique d’un nombre complexe non nul: r (cos x + isin x) avecr> 0 et x€R; 
nt d’un tel nombre (classe des nombres x ou, par abus de langage, l’un d'eux). 
de cos nx et de sin nx (xER, n — 2, 3, 4) et linéarisation des polynômes trigonométriques. 

ence et représentation géométrique des racines n-ièmes d'un nombre complexe. 
Résolution des équations du premier et du second degré à coefficients complexes; calcul des parties 

Lagi s racines ; cas des coefficients réels. 
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III. — Calcul différentiel 

ns numériques d’une variable réelle + continuité. 
«en un point »; continuité sur un intervalle ; somme, produit, quotient de fo; 

= continuité de la fonction composée de deux fonctions continues (sans démonstration). 
7Ün admettra sans démonstration le théorème suivant : « si une fonction est continue sur un 

#  parla fonction, de cet intervalle est un intervalle ». Application à une fonction continue et stri 
sur un intervalle: existence de la fonction réciproque; monotonie et continuité de cette fonction 
la continuité). FETE 

2 - Fonctions numériques d’une variable réelle : limites. 
Limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un nombre réel donné, vers l'infini. Unicité. 

- Cas particulier des suites. jé 
Limite d’une somme, d’un produit, d’un quotient (sans démonstration). 

3 - Fonctions numériques d’une variable réelle : dérivation. 
Révision du programme de Première C: fonction linéaire tangente en un point à une fonctioi 

différentielle ; dérivée en ce point. 
Fonction dérivée ; dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient de fonctions dérivab 

géométrique de la dérivée (repère cartésien) ; équation de la tangente, Définition des dérivées 
Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivabll 
Dérivée en un point de la réciproque d’une fonction dérivable et strictement monotone. 
On admettra sans démonstration que, si une fonction numérique est dérivable sur un intervalle et si sa di 

est positive ou nulle, elle est croissante au sens large sur cet intervalle. 
Comparaison de deux fonctions ayant même fonction dérivée sur un intervalle. 
Étude du sens de variation d’une fonction dérivable à l’aide du signe de sa dérivée. 

= Représentation graphique ; exercices simples de recherches d’asymptotes. 

4 - Fonctions vectorielles d’une variable réelle. 
Application d’une partie de R dans un espace vectoriel euclidien de dimension finie. 

\) À Continuité en un point. 
Limite d'une fonction lorsque la variable tend vers un nombre réel donné, vers l'infini. 

- Dérivée en un point ; si l’espace vectoriel est rapporté à une base, coordonnées, dans cette ba 
x. K fonction dérivée. 
ee d’une somme de fonctions vectorielles dérivables, du produit d’une fonction vectoriel 

une fonction numérique dérivable. 
érivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables. 

3) SArrlioetion à la recherche de tangentes ; exemples des coniques et des hélices circulaires. 

5 « Cinématique du point. 
Mouvement d'un point: application d’un intervalle de R dans un espace affine euclidien. Tri 

\ Vecteur-vitesse à un instant donné. Un repère étant choisi, coordonnées du vecteur-vitesse) 
}) Norme du vecteur-vitesse. 
œ À Vecteur-accélération à un instant donné. Un repère étant choisi, coordonnées du vecteur-act 

ce repère. x 
Étude des mouvements circulaires (EE des mouvements hélicoïdaux uniformi +) 

IV. — Calcul intégral 

On admettra qu’elles s’étendent à des fonctiôns continues, ou monotones par morceaux. 
Moyenne d’une telle fonction sur un intervalle fermé borné. Lien avec la dérivation en des poi 

est continue. 
b 

Primitives; ensemble des primitives; égalité L f{L) dt = F(b)— F(a), f étant continué 
a 

admettant F pour primitive. 
Calcul de primitives ; intégration par parties. 

2 - On énoncera, sans démonstration, les propriétés des aires dont l'existence est admise ici (add 
unité d’aire, 



L Calcul intégral à l'évaluation de l’aire de la partie de R x R définie par a < + < b, 
tant une fonction positive, monotone par morceaux, puis une fonction positive continue. 

digues, mécaniques, physiques, ete. (calcul de volumes, masses, moments d'inertie ; 
j intensité et quantité d'électricité; puissance et énergie; ete.).Valeur efficace d'un 

Exemples de fonctions d’une variable réelle 

Fes tb ce"chapitre, déjà connus des élèves, pourront illustrer les chapitres précédents ; il sera 
B de répartir les différentes rubriques de celui-ci entre plusieurs moments de l’année. 

a" (n eZ); dérivée; primitive. 
a" (reQ : x> 0); dérivée; primitive. 

es et géométriques. Somme des n premiers termes. 
dérivées (révision) ; dérivées et primitives de 

x — cos(ex+b)et x > sin (ax +6). 
= 

ogarithme népérien (notation Log); Log x — = 0) rene de ee ee 
1 

ks l'infini de Log + et LE €, Limite de + Log + quand + tend vers 0. Représentation graphique. 

Fonction exponentielle bons exp). 
étés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation e"; limite de e”*/x quand xtend vers + ce. 
utres fonctions logarithmiques et exponentielles. 
ion entre les fonctions exponentielle et logarithmique de base a, et celles de base e. 
Won ef pour désigner cos + + i sin +; © étant une constante réelle, dérivée de ln fonction x |—> ei0*. 
rque. L'étude d'exemples de fonctions composées du type logarithmique ou exponentiel sera strictement 
aux cas où sont en évidence les intervalles sur lesquels la dérivée garde un signe constant et où les indé- 
ions levensontuniquement celles qui ont été énumérées plus haut. 

les ipratique de l'interpolation linéaire, Tables de logarithmes. 
nes d'ctlculer de bureau. 

tions numériques une ou deux fois dérivables de la variable réelle x vérifiant les équations: 
t une constante réelle, 

5 étant une constante réelle non nulle (on admettra que les solutions forment un espace 
nsion deux). 

VI. — Éléments de géométrie affine et euclidienne 

— Dans ce paragraphe le corps de base est R et la dimension n est toujours égale à 2 ou 3. Une 
mation d’un ensemble E » est une bijection de E sur lui-même ; une application f de E dans lui-même 

involution si f © f est l'identité: c'est une transformation de E. 
mime directe de deux sous-espaces vectoriels; sous-espaces vectoriels supplémentaires. 

e d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F ; image et noyau. Addition et compo- 
ns linéaires. 

Homothéties vectorielles. 

dans un espace affine. Variété affine. Repère affine. 
le cas euclidien de f(M) — aMA* + bMB: + cMC?. 

affine d’un espace affine E dans lui-même, application linéaire associée. Exemples: projection 
ous-espace affine; involution affine; leurs points fixes. Translations et homothéties: leurs 

ques géométriques. 
hsformation de E qui transforme tout triplet de point alignés en un triplet de points alignés est affine. 

bnales (isométries vectorielles), groupe orthogonal. 
le plan. vectoriel et dans l’espace vectoriel de dimension trois, éléments fixes des transformations ortho- 

Orientation du plan vectoriel euclidien (rappel de la classe de Première). 

or 



Étude des rotations vectorielles de l’espace vectoriel euclidien de dimension trois (pa 
rotation est, soit l'identité, soit une transformation orthogonale qui a pour seuls éléments $ 
vectorielle); groupe des rotations vectorielles: orientation de l'espace. 

Produit vectoriel, dans l’espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois 
5 - Définition d’une isométrie de l’espace affine euclidien. Toute isométrie eSbA 

des isométries ; sous-groupe des déplacements. 
Dans le plan adiae euclidien, symétries, translations, rotations: tout déplacer 

derniers types. 
Dans l’espace affine euclidien de dimension trois, symétries, translations, rotation$; 

est de l’un de ces trois derniers types. 
Exemples simples de groupes d’isométries laissant invariant un ensemble donné. 

VII. — Compléments de géométrie euclidienne p 

1 - Angle d'un couple de demi-droites vectorielles (rappel de Première). 
Groupe Æ des angles de demi-droites. 
Angle d’un couple de droites vectorielles (ensemble des deux rotations NT 

en la seconde). EX 
Groupe Æ' des angles de droites. Lea 
L'homomorphisme canonique Æ > 4'; son noyaul  / 
L'isomorphismg 4 4’ sur Æ déduit de l'homomorphisme & æ+ œ de + sur 4. 
Condition, en terme d’angles de droites, poux que quatre points rs cocyeliques. 
2 - Similitudes planes (i.e. applications du plan dans lui-même conservant les rapports de distance) 

sentation par les formules x = as + b ou #' = az + b lorsque l'on a identifié le plan à € grâce au cho 
‘repère orthonormé, Points fixes d’une similitude. 

Groupe des similitudes du plan et sous-groupes remarquables. 
3 - Étude des courbes représentées, dans un repère orthonormé, par des équations de la 

ax? + by? + 2ex + 2dy + e = 0 (|a| + |b| 7£ 0). Différentes formes de ces courbes; existence d’axes Won 
! centres de symétrie, d'asymptotes ; équations réduites ; existence de la tangente. , D 
* Ellipse, hyperbole, parabole définies par Les propriétés de leurs points qui font interye 

(Les propriétés des tangentes aux coniques sont hors de programme). 
Équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 

VIII. — Probabilités 

1 - Espaces probabilisés finis (Q, S3(Q), p). 
Applications mesurables (ou variables aléatoires): probabilité image, fonction de 

aléatoire réelle. 
Couple de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois marginales. 
Couple indépendant. Système de n variables aléatoires globalement indépendante 

2 - Espérance mathématique d’une variable aléatoire à valeurs dans R ou R°, 
Espérance mathématique de la somme des deux variables aléatoires réelles d’un couple, du produit d 

d'un couple indépendant. 
Variance, écart-type d’une variable aléatoire réelle. 

e_{, 3 - Épreuves répétées. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, loi faible des grands nombres. 
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— COMMENTAIRE — 

POUR LES PROGRAMMES DE MATHEMATIQUES 
DES CLASSES TERMINALES s * 

Le programme des classes terminales, comme celui de toutes 
les classes du Second degré, n'assigne ni une durée, ni une*place, ni 
une méthode, à l'exposé de chacun de ses chapitres ; dans l’ordre 
qu'il a suivi, il s'est surtout efforcé de dégager des idées généraleset, 
aussi bien, de-limiter le développement à donner aux différentes 

res rubriques. Sa seule exigence est qu’au terme de l’année scolaire les 
élèves aient compris et sachent utiliser les notions qu'il a énumérées. 

Lie Moderniser l’enseignement des mathématiques n'autorise en 
rien à s'affranchir du souci de leurs applications. D'une part, en effet, 

a ce sont les sciences expérimentales, avec l'esprit d'observation et 
: ‘esprit d'expérimentation, qui ont donné naissance au goût du raison- 

\ nement, dont l'emploi systématique caractérise les mathématiques 
mêmes ; d'autre pärt, ces. dernières trouvent désormais des appli- 

cations, non seulement dans les sciences expérimentales classiques, 
| mais dans les sciences économiques et humaines, par exemple dans 
… les problèmes de stratégie et de décision. 

Donner aux futurs bacheliers les bases mathématiques solides 
t fécondes qui leur permettront d'aborder tels ou tels de ces dé 

maines particuliers conduit à leur dispenser d'abord un enseignem: 
général et, de ce fait, tourné vers l'abstraction. Ce serait, toutef: 
une erreur de penser que, seules, comptent l'acquisition des concep 
la construction de théories à partir d'axiomes au choix habile à 
laborieux : la science mathématique ne peut se passer d'utilise 

# techniques, qui doivent faire, dès lors, l'objet d e 
m n entraînement. 

es divers, d 
s quatre sections B, C, D, E ; tout élève de l’une d'ellé 
dans le cadre de son programme, étudier avec aisance uhe 

alculer une dérivée ou une primitive ou une aire, comp 
ies Ou des déplacements définis géométriquement ou, tot 

amtSayoir utiliser les éléments de la géométrie analytique. Sera 
vaine toute connaissance théorique qui ne pourrait être appliquées 

B.O.E.N. n° 30 (29-771) 



des exemples simples ; au reste, les épreuves de mathématiques du 
baccalauréat comportent actuellement un ou plusieurs exercices 
d'emploi de ces techniques. 

Le baccalauréat est la sanction normale de l’enseignement des 
classes terminales. Aussi, plus qu'en Première sans doute, le présent 
commentaire fixe-t-il avec grand soin ce qui peut, ou non, y être, 
exigé ; à ce titre il s’imposera aux responsables des épreuves écrites” 
et orales pour l'interprétation du programme ; il en sera de même 

pour les examens et concours qui, à ce niveau, font des emprunts à 
ce programme. 

Reste, bien entendu, exclue du baccalauréat toute question 
dont le commentaire de Première a précisé qu'elle n'appartient pas 
au programme de Première, lorsque le programme de Terminale ne 
l'a pas explicitement assumée. 

Certaines notations, certaines notions, certains exposés peuvent 
être autorisés, parfois conseillés, sans être exigibles : les textes d'exa- 
mens ne devront donc pas y faire appel, mais les correcteurs et exa- 
minateurs devront considérer comme valables les réponses des candi- 
dats qui y feront référence explicite. 

Naturellement, dans la conduite de sa classe, le professeur 4 
gardera sa liberté traditionnelle, dans la mesure où cette liberté se 
met au service de l’intérêt des élèves et de leurs préoccupations 
légitimes. Les professeurs des classes terminales "sauront, à ce sujet, 
s'inspirer des recommandations qui figurent dans la circulaire du 
6 avril 1971 

‘exposer sobrement le programme: 
observer de façon habituelle les limites qu'en précise le com- 
mentaire ; 

contenir les développements purement spéculatifs ; 
bannir les anticipations ; 
et s’il est des manuels excessifs, en tempérer l'usage dans sa 
classe”. 

1e parer. coramode d'analyser en premier lieu le programme de 
EeiotC At miert le développement le plus complet; on signa- 

Ensuite lecaractères propres aux autres sections. 

1880 B.O.E.N. n° 30 (29-7-71). * 



— SECTION TERMINALE C — 

Commentaire général » 

1. Nombres entiers naturels. Arithmétique 

81 Les notions d'ensemble et de relation restent en classe termi- 

minale des notions premières ; aussi bien a-t-on déjà utilisé en Seconde 

et en Première le vocabulaire correspondant. La notation X x Y 

désigne le produit cartésien des ensembles X et Y : la notation Y 

peut être utilisée pour désigner l'ensemble des applications de X 

dans Y. 

Ne figurent au programme : 

— aucune construction d'une “théorie des ensembles”. | 

— aucune construction de l'ensemble IN des entiers naturels. On 

énumérera seulement les propriété admises de IN, par exemple : 

a) N estun ensemble totalement ordonné, 

b) N a un plus petit élément, zéro, 

c) tout élément de IN a un suivant, 

d) tout sous-ensemble de IN qui contient zéro et le suivant de 

chacun de ses éléments est IN. 

Cette dernière propriété permet de justifier le raisonnement par 

récurrence. On supposera connues les définitions et les propriétés de 

l'addition et de la multiplication dans IN. 

On appelle suite S dans X une application de IN dans X ; si xn 

est l’image S (n) de l'entier n (terme général), on note par abus 

… d'écriture la suite (X1, X2, … Xn …) et, quand aucune confusion 

- n'est possible, (x,), n € IN. On appelle suite finie une application 

d'une partie finie de IN dans X. 

La construction de Z est au programme ; c'est le seul exemple 

de symétrisation à donner (la notion de demi-groupe n'est pas au 

» programme). 

8 2et3 
Naturellement aucun ordre n'est imposé pour l'étude de ces 

deux paragraphes. L'ensemble des multiples d'un entier relatif a est 

un sous-groupe du groupe additif Z, il est stable par multiplication, 

B.O.E.N. n° 30 (29-7-71) 1881 



en le notera a Z ; la relation dans Z : x, — x, € a Z est une relation ! 
d'équivalence. Pour n € IN*, on définira et on étudiera l'anneau : 
Zin Z ; on signalera l'existence éventuelle de diviseurs de zéro. 

La division euclidienne dans Z suppose le diviseur strictemen: & 
positif, elle introduit un quotient et un reste, le reste étant positif 
ou nul ; les propriétés des restes sont liées à l'étude des congruences : 
en application des congruences et des systèmes de numération, on 
pourra énoncer les caractères usuels de divisibilité, (par 2, 9,5, 3 dans 
le système décimal). 

Sont hors du programme les notions d'idéal et de treillis. 

11. Nombres réels, calcul numérique, nombres complexes 

$8 1 Touteconstruction, ou partie de construction, de IR est hors du 
programme ; on énumérera seulement les propriétés admises de IR, 
par exemple : 

a) IR est un corps commutatif totalement ordonné ; 

b) @ est dense dans IR, le corps @ des rationnels étant le sous- 
corps des éléments x de IR tels qu'il existe deux entiers 
peZ, qeZ*, satisfaisant à p = q x : 

c) toute partie À non vide majorée de IR aune borne supérieure, 
ou plus petit majorant, notée sup A. (Quand sup A appar- 
tient à À, c'en est le plus grand élément). 

d) IR est muni d'une valeur absolue, |x | = supfx, — x} .A cette 
valeur absolue est associée une distance dans IR : 
x yli— d(x, y) = 1x —y |, la boule ouverte de centre 
a et de rayon rest l'intervalle ]a—r,a+rf. 

Dans les classes antérieures, les notations co, + c, — ont 
déjà été utilisées à propos de recherches de limites et pour désigner 
des intervalles, mais en évitant soigneusement toute locution, toute 
écriture pouvant susciter une confusion de ces symboles avec des ra 
éléments de IR. Des professeurs pourront souhaiter, sans que ce soit 
imposé par le programme, introduire la droite réelle achevée IR. Cette 
introduction offre certains avantages, notamment dans la présentation 
des notions de continuité et de limite (une fonction numérique 
devenant alors une application d'une partie de IR dans IR), mais 
présente aussi des dangers. Aussi, lorsqu'elle est jugée opportune, 
devra-t-elle être faite avec soin. 

IR est un ensemble totalement ordonné ainsi défini : 
a) tout élément de IR est, soit un élément de IR, soit l’un de 

deux éléments supplémentaires, provisoirement notés « et 6. 

1882 B.O.E.N. n° 30 (29-7-71) 



que : à 
— pour tous x et y appartenant à IR, la relation x < y \ 

équivaut à la relation x < y, - 

— pour tout x appartenant à IR, on a : «<< x et x <B. 

b) La relation d'ordre, notée <, entre éléments de IR est telle | 

Les éléments « et B sont plus usuellement notés — co et + co, L 
la notation < est remplacée sans inconvénient par <. Enfin la relation 
x < y signifie dans IR, comme dans IR, x < y et x Æ y ; par exemple 
2 
= <+o, 3 co 

Le symbole c ne représente aucun élément de R. 

Dans ces conditions, toute partie non vide de TR a une borne ss 
supérieure et une borne inférieure. On appelle intervalle de IR tout 3 
sous-ensemble ayant l’une des quatre formes suivantes : + 

fermé | :[a,b]=(x x ER,a<x<b,}; | 
semi-ouvert : [a,b[= x, x EIR,a<x<b |; | 

semi-ouvert : ]a, b ]= }x, x EIR,a < x <b ! ; } 

ouvert : Ja,b[= x, x ER, a <x<b |; 3 

On a alors IR = [ — co, + c ] et IR =] — œ, + |; l'ensemble | 
vide est un intervalle particulier. L'intersection de deux intervalles 
est un intervalle ; un intervalle de IR est l'intersection de IR et d'un 
intervalle de IR. | 

Si p et q sont deux éléments d'un intervalle I de IR, alors 
l'intervalle fermé [ p, q ] est inclus dans I ; réciproquement, est un 
intervalle de IR toute partie E de IR telle que, quels que soient les 

deux éléments x, y de E, avec x < y, l'intervalle fermé [ x, y ] de IR 

soit inclus dans E. Dans IR, comme dans IR, cette propriété caractérise 
les intervalles. ; À 

Un tel prolongement de IR donne beaucoup plus de simplicité 

et d'unité à certaines présentations (voir 111 1-2). Mais il importera 

Je signaler explicitement que les opérations qui font de IR un corps 
e se prolongent pas à IR, et les professeurs ne tolèreront aucun abus 

écriture à ce sujet (par exemple SE =0 
+ co 

. 82 Les éléments x de © tels qu'il existe deux entierspe Z,ne IN, 

satisfaisant à p = 10" x, forment l'anneau des nombres décimaux. 

BO.E.N. n° 30 (29-7-71) 



Etant donnés un réel x et un entier naturel n, soient DAME 

P'h = Pa + 1 les entiers consécutifs appartenant à Z tels que ! 

ph < 10° x < p', ; par convention d'usage, les nombres d_ = 
n n n 

7 sont appelés les valeurs décimales approchées de x à — 
107 107 

près par défaut et par excès. On en déduira la représentation, en 
général unique, d'un nombre réel par un développement décimal 
illimité ; est hors du programme l'étude systématique de la ‘’périodi- 

é’’ d’un tel développement pour un rationnel. 

et En = 

cité 

Plus généralement, dans les calculs numériques sur les nombres 
réels, on est amené à encadrer un réel par deux nombres autres que 
ceux qui ont été précisés ci-dessus. On y utilise la notion d'incerti- 
tude : x étant un nombre réel, on appelle incertitude absolue sur x 
par rapport à a un majorant connu de | x — a | et incertitude 

Ë h X 
relative, pour x € 0, un majorant connu de , On justifiera 

à l’aide d'encadrements les règles pratiques de calcul sur les incerti- 
titudes. 

$8 3 Nombres complexes. En suivant l’ordre du programme, on peu 
À rappeler d'abord (cf. programme de Première), à partir des appli- 

cations linéaires, la définition des matrices 2 x 2 et leurs propriétés 
à acquises (produit, déterminant) définir ensuite la somme de deux 
{ matrices 2 x 2 et le produit d'une matrice 2 x 2 par un réel. On 

démontrera que l'ensemble des matrices 2 x 2 forme d'une partaun 
espace vectoriel sur IR, d'autre part un anneau (non commutatif). 

Plus particulièrement, les matrices de la forme z = fs = sl 

2) constituent un corps commutatif €, appelé le corps des nombres 
complexes. 

À Le sous-corps des matrices|S Speut être identifié au corps IR, 

3) une telle matrice peut être notée a . 

Les matrices z constituent d'autre part un espace vectoriel sur! 
IR, de dimension deux, dont on convient de choisir une fois pour: 

5) - toute la base : 

(LS eu 
On obtient alors au moyen de la base (1, i) la forme cartésienne,, 

z=atib. 
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Le nombre r = Va? + b? est appelé le module de z, r = |z |. 
< ER MORE : 2h] Supposant r Æ O et posant F =, ne b’, la matrice lb a 

(où a? + b°? = 1, est la matrice d'une rotation vectorielle y étudiée 
en Première ; w est appelé l'argument de z et on écrit 9 = Argz; 
on a alors a’ = Cos w, b’ = Sin yet la forme trigonométrique 
z=r(Cosy+ iSinv). te 

Éaotes de la surjection 8 décrite en Première permet d'écrire 
= r (cos x + i sin x) ; par abus de langage, on appelle aussi couram- 
ent argument de z, et on notera arg z,l'un des nombres x. 

A l'occasion de l'étude des nombres complexes, par exemple, 
pourront être définies en terminale C les notions d'isomorphisme, 

: d'homomorphisme et de noyau d'un homomorphisme. Soient E et F 
& deux ensembles, munis respectivement des lois internes T et L ;on 

6 dit qu'une application f de E dans F est un honomorphisme de 
(E, T) dans (F, 1) pour dire que : 

Vu, xX)EEXE, f(x Tx2) = f(x) L f (x). 

Si (E, T) et (F, 1) sont deux groupes, d'éléments neutres 
e et e’, flest un homomorphisme de groupe ; alors l'image f (E) est 
p,sous-groupe de F ; le noyau de f, ensemble des éléments x de E 

& f (x) = e’, est un sous-groupe de E. Sont hors du programme 
ons de sous-groupe distingué et de groupe-quotient. 

Ine bijection, f, telle que f et f=! sont des homo: orphismes, est 
Morphisme de E sur F ; le noyau de f estie : ShE ="Fhla 

bijection f est un automorphisme de E. 

Bien entendu, ces définitions ne feront pas l’objet d’un ensei- 
gnement systématique et, avant d'être utilisées en toute circonstance 
dans la suite du programme, elles seront présentées d'abord sur des 
exemples simples tels que les suivants : 

— l'application qui à tout nombre complexe z=atib associe le 
nombre complexe conjugué z = a — i b (zz = r2) est un auto- 
morphisme du corps (€, +, x) : 

l'application qui à tout nombre complexe non nul z associe son 
module r est un homomorphisme du groupe multiplicatif (C*, x) 
sur (IR*, x) ; le noyau de cet homomorphisme est le groupe multi- 
plicatif (UL, x) des nombres complexes £ de module 1 : 

l'application qui à toute rotation vectorielle w associe : 

£ = Cosp+ i Siny 

est un isomorphisme du groupe (R , o) sur (U., x) : 

B.O.E.N. n° 30 (29-7-71) . 1885 



en M ne ee = Ur, CT À 

— l'application qui à tout réel x associe £ = cos x + i sin x est un 
homomorphisme du groupe (IR, +) sur (U,x), dont le noyau est 
le sous-groupe additif 2 7 Z. se 

$4 Application à la trigonométrie. Ce dernier homomorphisme - 
donne lieu à des calculs simples, qui peuvent être détaillés comme il 
suit : S cs 

£=cosx +isinx, £=cosx—isinx, (EE = 1) 

donne pour n EZ, £" = casnx+isinnx, {"=cosnx—isinnx 

(Moivre) et cos n x = : (E9+ 1), sinnx = (EN), ce qui 
î s 

permet d'exprimer cos n x et sin n x sous forme de polynomes en 
cos x et sin x. Es 

Inversement, tout ‘’polynome trigonométrique”, somme de 
produits de la forme: A cos x x.cos x) x … cos œ, X. Sin Bi x. 
sin B, x … sin Bk x, et les « où les £ sont entiers, peut être mis sous 
la forme d'un polynome du premier degré par rapport aux puissances 
de & et de £, donc, en définitive, sous forme de somme de cosinus et 
de sinus des multiples de x. 

Les élèves doivent être familiarisés avec les calculs cla 
sur les fonctions circulaires ; ils doivent savoir utiliser les tr 
mations précédentes dans des calculs de dérivées ou de pri 

Mais, est hors du programme toute généralité sur les qü 
précédentes, par exemple les propriétés de certains coefficients. o: 
l'unicité de l'expression du premier degré d’un polynome trigono- 
métrique. 

Dans la recherche des racines n-ièmes d'un nombre complexe 
on est amené à étudier d'abord le cas d'un nombre complexe de 
module 1 ; la définition d’une racine primitive de l'unité est hors du 
programme. Les élèves doivent savoir trouver la forme cartésienne 
des racines carrées d'un nombre complexe donné. lui-même par sa 
forme cartésienne. 

iz 

Le symbole Vy a été défini en Seconde pour x réel positif ou 
nul ; on peut donc l'utiliser ici pour un module, mais il n'eêt pas 
possible d'utiliser ce symbole pour x complexe. 

Remarques : 1) Le professeur pourra, s'il le préfère, donner tout 
autre mode de définition, algébrique ou géométrique, des nombres 
complexes ; dans ce cas, il fera connaitre l'isomorphisme entre le corps" 

ainsi constitué et le corps € des matrices LE æ s 
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2) La bijection de € sur IR? : Ê de (2) sera interprétée 

comme associant à z un vecteur-image (plan vectoriel euclidien) et 
un point-image (plan affine euclidien) ; z est l'affixe du vecteur ou du 
point. L'addition et la multiplication dans € peuvent être interprétées, 
soit dès à présent, soit lors de l'étude des similitudes planes (ch. 
VII, 2). 

Balcul différentiel 

Pour toutes les fonctions f que concerne l'étude suivante, 
semble de départ (déf. f) est une partie de IR, les intervalles I_ 

sés sont des intervalles de IR et dans les paragraphes 1, 2, 3,f 
valeurs dans IR. 

$ 1-2. Limite et continuité 
Les notions de limite et de continuité ont été étroitement liées 

dans l’histoire et les professeurs les présenteront dans l'ordre qu'ils 
préféreront. S'ils commencent par la continuité, ils seront amenés à | 
définir, pour une fonction numérique f dont l’ensemble de définition 
déf. f contient a, la continuité en a : pour tout intervalle ouvert I 
contenant f (a), il existe un intervalle ouvert J /(dépendant de I) 
contenant a, tel que pour tout x € (déf. f) MJ l'on ait f (x}eI. 

: Si déf. f est inclus dans IR, il est équivalent de dire que, quel que soit 
€ strictement positif, il existe « strictement positif tel que d (a, x) <a 
entraîne d [ f (a), f (x) ]<e. Tr ; Steel] bu 

On définira aussi la continuité à gauche et à droite en un point, 

On admettra la continuité de la composée de deux fonctions 
continues, et, si les deux fonctions f et g sont continues en un point 

AA É Sat 
a, la continuité de leur somme, de leur produit, de leur quotient — 

g 
pour g (a) # 0. Quelques démonstrations simples pourront servir 

xemples, mais elles ne sauraient être demandées, même à titre 
Xercices, au baccalauréat. 

Soit I un intervalle inclus dans (déf. f) ; si f est continue en 
point de I, on dit que f est continue sur I. 

‘A) Si la fonction f est continue sur l'intervalle I (ouvert ou fermé), 
l'image f (1) de I par f est un intervalle, ce qui équivaut à dire que, 
quels que soient a et b éléments de I, tout nombre compris entre 
f (a) et f (b) est une valeur prise par f (ce résultat est connu sous 
le nom de théorème des valeurs intermédiaires). 
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B) Si la fonction f est continue sur un intervalle fermé borné 
1 = [a, b], f (1) est un intervalle fermé borné, cet énoncé a pour. 
conséquence l'existence d'un maximum et d'un minimum pour 
l'ensemble des valeurs de f sur I. : 

\ D Les théorèmes A et B ne peuvent être démontrés à ce niveau ; 
ee Ÿ on les illustrera par des figures convenables et on remarquera que le 
X premier est d'un usage plus fréquent que le second. 

LA 

a Du théorème À on déduit que si f est continue et strictement Re 
FA monotone sur un intervalle I, f admet une fonction réciproque stricæ 

tement monotone sur f (Il); on admettra la continuité de cette. 
fonction réciproque. € 

LT : 

Sont hors du programme : 

— les notions de voisinage et d'ensemble ouvert, 

— la notion de filtre, 

— la définition de la continuité uniforme. 

Une définition de “‘f admet une limite quand la variable tend 
vers a’ est ‘il existe un nombre À tel que soit réalisée la propriété 
suivante : pour tout intervalle ouvert I contenant %, il existe un inter- 
valle ouvert J (dépendant de I) contenant a, tel que pour tout 

Sa x € (déf: FI J et x # a, l'on ait f (x) el. 

# Ilest équivalent de dire que, quel que soit e strictement positif, 
(à il existe « strictement positif tel que : 

O<d (a, x) <æ entraîne d{[£, f(x) ]J<e. 

On peut aussi dire alors ‘’f admet la limite © au point a”. 

On pourra utiliser l’une ou l'autre des notations : 

lim f(x) =£, lim f=£. 
PTE a 

La définition précédente s'étend commodément, en mod 
les définitions de I et de J au cas où a, ou bien © serait ini 

Lorsque f (x) tend vers + c lorsque x tend vers a par valeurs 
supérieures à a (resp. lorsque x tend vers + «), on pourra, si l'on 

introduit la droite achevée IR, utiliser la notation : 



Que f soit ou non définie en a, si f admet en ce point une 
“limite finie ©, © est la valeur qu'il conviendrait d'attribuer à f en a 
“pour la rendre continue en ce point” c'est-à-dire pour associer à f 
une fonction g prenant en tout point de (déf. f) autre que a la | même valeur que f, et en a la valeur £, g est ainsi continue en a. 

L'étude de certaines suites(Geut)être traitée ici en application 
des notions générales sur les fonctions et sur les limites ; en particulier, 
lorsqu'une suite (u,) est la restriction à IN d’une fonction connue 
f définie sur IR;, un = f (n), son étude peut résulter de l'étude 
complète de f, ou parfois au contraire la préparer est est ainsi des 
suites arithmétiques et géométriques, prévues ai (V.5) 

Lé <<, 

$ 3 Dérivation. La courbe représentative C de la variation d'une 
fonction f sur un intervalle I est l’ensemble des points M du plan 
rapporté à un repère (O, cn dont les coordonnées (x, y) vérifient 
la relation y = f (x), le paramètre de chaque point étant son abscisse, 
Ce paramétrage imposé évite toute difficulté dans la définition d’une 
tangente ou d'une asymptote à C, car il permet de définir avec 
précision l'expression “quand t tend vers to, la droite variable D (t) 
passant par un point fixe ou de direction fixe a pour limite la droite 
AE 

La démonstration du théorème relatif à_la dérivation de la 
fonction composée F — f o y de deux fonctions dérival es n'offre 
pas de difficulté si l'on utilise la notion de fonction linéaire tangente. 

Le programme demande d'admettre que si une fonction f, 
dérivable sur un intervalle I, a sur I une dérivée positive ou nulle, elle 
est croissante au sens large sur I : on en déduit que : 

a) si f admet une dérivée constamment nulle sur I, f est constante sur I : 
b) si deux fonctions dérivables sur ‘un même intervalle I ont leurs 

dérivées égales sur I, leur différence est une fonction constante 
sur I. 

Les mots usuels de maximum et de minimum d’une fonction 
peuvent avoir un sens global ou un sens local : on le précisera dans 
ce dernier cas. On apprendra aux élèves, sur des exemples, à utiliser. 
certaines propriétés d'invariance de la représentation graphique d'une 
fonction (translation, symétrie). : 

Il est indispensable que les élèves d'une section terminale scien- 
tifiques sachent étudier de façon sûre et prompte des fonctions 
données par des expressions simples : quotient de deux fonctions 
polynomes, fonctions circulaires, fonctions logarithmes et exponen- 
tielles, ainsi que des composées de ces diverses fonctions. 
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Cette étude comporte, bien entendu, celle des limites aux bornes 
des intervalles de définition, sous la réserve apportée au V, 5 et 6, 
pour les fonctions logarithmes et exponentielles. 

Sont hors du programme le théorème de Rolle et la formule 
des accroïissements finis. 

84 Fonctions vectorielles d'une variable réelle. Les notions élé- 

mentaires sur la continuité et les limites des fonctions vectorielles 
d'une partie de IR dans un espace vectoriel euclidien E ont trait aux 
définitions, que l'on peut calquer sur celles qui ontété données pour 
les fonctions numériques. 

La démarche suivante peut être utilisée : 
Soit x, X2, … Xn les coordonnées de f (t) dans une base orthonormée 

@ de l’espace vectoriel euclidien E. 
. 

sup 1x1 < [FOI = Vx,? +.+x7, < VE sup |xil. 
{i) {i) 

La double inégalité précédente permet de justifier l'équivalence 
logique des énoncés suivants : 

“(xs Xn) a pour limite (0, … 0) quand t tend vers a”, 
# 

#“ [[f{t) || a pour limite O quand t tend vers a”. 

La norme def t) étant indépendante du choix de À, le fait 

que les coordonnées de f (t) dans @ aient simultanément pour limites 
zéro quand t tend vers a est indépendant du choix de @. Le théo-! 
rème précédent pourra être admis. < 

es —_ 

En conséquence on pourra dire que f a pour limite £ quand t 

tend vers a, lorsque, dans urie base orthonormée $ de E, chacune 

des applications coordonnées de f admet une limite. 

On justifiera, sans s’y attarder, le calcul des dérivées. 

L'étude d'une application f : t M (t) à valeurs dans un espace 
affine_euclidien contenant O se ramène à celle de l'application 

t +> OM (t}, les limites et dérivées de f étant indépendantes de O. SES EE NS TE Te 

L'emploi de la dérivation vectorielle’ pour la recherche (exis- 
tence et détermination) de la tangente à une courbe concerne expli- 
citement les coniques (définition bifocale et monofocale), ainsi que 
l'hélice circulaire (définie à cette occasion) ; il est utile d'interpréter 
;. UE A > > AT 
d'abord la dérivée de OM = p ü, où ü est unitaire, tant pour la 
recherche précitée que pour la cinématique visée au $ 5. 
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85 Cinématique. La cinématique, comme le paragraphe 4 ci-dessus, 
sera présentée le plus tôt possible dans l'année, en liaison avec l‘ensei- 
gnement donné en physique. Le physicien et le mathématicien ont, 
à son égard, des attitudes complémentaires, la cinématique étudiée 
en mathématiques étant un modèle de la cinématique classique de 
la physique. Un intervalle de temps est un intervalle de IR et l'espace 
un espace affine euclidien E3 de dimension trois. Dans ces conditions, 
le mouvement d'un point est une application deux fois dérivable d'un 
intervalle de IR dans E3. ÉTAT 2 

La physique utilisera selon ses besoins les notions élaborées 
par les mathématiques. 

Si la donnée est d'abord celle d’une courbe C, représentée 
dansE; au moyen d'un paramètre u, un mouvement sur cette courbe 
peut être alors déterminé par la donnée d'une application t >u (t), 
telle que la condition de double dérivabilité soit satisfaite. 

Le vecteur-vitesse est un vecteur (dépendant d'ailleurs de l'unité 
de temps) ; on ne le confondra pas avec son représentant privilégié, 
dont l'origine est la position du mobile à l'instant donné : il en est 
de même du vecteur-accélération. 

La notion de mouvement projeté peut être commode dans 
certain cas, par exemple pour l'étude du mouvement oscillatoire 
simple. 

IV. Calcul intégral 

$ 1 Intégrale de Riemann. Dans ies programmes antérieurs, la 
notion d'intégrale était introduite après celle de primitive et sa signi- 
fication physique n'était donnée que dans un cas particulier, celui 
du calcul des aires. || a paru préférable de l‘introduire désormais à 
partir de l'interprétation concrète qu'en donnent les valeurs appro- 
chées dites sommes de Riemann. 

On pourra suivre l'exposé classique de la théorie de Riemann 
pour une fonction monotone. Mais on pourra aussi mettre à profit 
les fonctions en escalier abordées dès la classe de Seconde ; on 
étudiera l'intégrale des fonctions en escalier sur [a, b], puis on en 
déduira celle des fonctions monotones, enfin on formulera pour les 
fonctions continues les résultats analogues que l’on admettra. 

A. Fonctions en escalier. On a dit (programme de Seconde) qu'une 
fonction f définie sur [a, b] est en escalier s'il existe une suite finie 
Xo = 8, X1,  Xn_1, … Xn = D, de nombres croissants, telle que 
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f prenne sur chacun des intervalles ouverts ] Xj-1, Xÿ L une valeur 

K constante u; ; la valeur f {x;) n’est pas liée à L; et Hi; ,2- 
a ————— 

Par définition, l'intégrale de la fonction en escalier f sur [a, b] 

est le réel défini et noté comme il suit : 
Len 2. : 

Je fxdx = 2 (Gt —x;n)m, i=1, 2, n, notation dans la- 
êz 

quelle on observera que x est une variable muette. 

On obtient la même intégrale pour une fonction en escalier g 

obtenue en changeant la valeur de f en l’un de ses points, et donc 

en un nombre fini de ses points. - 

On démontrera les quatre propriétés suivantes : 

a) les fonctions en escalier sur [a, b] constituent un espace vectoriel 

E (Cf. Seconde) sur IR ; k 

b) forme linéaire ; on a: 

feE, VgeE, Fe fe eo œx= / #60 ex + Papa 

VfeE, ver, / [kf] (x) dx = k fP sodax: 

l'application de E dans IR : f-> ee f (x) dx est donc une forme 

linéaire sur E ; 

c) comparaison des intégrales ; la forme linéaire précédente est 

croissante : si f€E, et si Ÿ x E[a, b], f (x) > 0, alors 

J° s624x>0, d'où 
si fEEetg€EE ,etsi VxE [a,b],f(x) <g(x), alors 

[5 twaxe [P abo ax: 

d) relation de Chasles ; elle est une conséquence de l’additivité : 

sia <b <c et si f est en escalier sur [a, de f (x) dx = 
a 

se f (x) dx + JS f(x) dx; cette relation reste valable quel 

que soit l'ordre de grandeur de a, b, c, si f est en escalier sur le 

plus petit intervalle contenant à Ta fois à, b, c, et si l’on écrit pour 

a >b: 
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. thadx=— ff # bd dx. 

B: Extensign. Envisageons maintenant une fonction f définie sur 

{a, b]non)plus en escalier mais pour laquelle il, existe deux réels 

fixes À et B tels que : 

vxela,b] A<f()<B. 

Soit ® l'ensemble des fonctions en escalier 4 (parmi lesquelles 

x A), tellesque: Vxefa,bl p(x)<f(x); 

soit Ÿ l’ensemble des fonctions en escalier Ÿ (parmi lesquelles 

x æB}),tellesque: Vxelab]l f(x) < Ÿ (x): 
on en déduit : Y x € [a, bl ,w (x) < Ÿ (x) quels que soientw € ? 

et Ÿ € Ÿ'; la borne supérieure U des intégrales 4 y (x) dx_et 

la borne inférieure V des intégrales ie Ÿ (x) dx vérifient|U < V. 

On démontrera que, pour f monotone croissante, G=v) 

si, en effet, l'on se donne une subdivision de [a,:b], Xo = à, X1.. XX 

Xh = D, avec xi_, < x; pour i= 1,2,...n, il existe des fonctions 

p-et des fonctions en escalier Ÿ telles que : 

W(xX)= f(x), VbA=F(x), i = 1,2. n. 

On en déduit: 

3% Por taxe > (rx) tx eus 
f (b) — f (a) ] max (x — x;_ 1) et les inégalités 0 < V = U < 

[f(b)—f(a)] ae — X_,) entraînent U = V. 

Par définition, l'intégrale de f sur [a, b] est U = V, notée 

ur Leur k we f(x) dx. L'application f+ A f (x) dx se trouve doncéten- 

€ . : 
ww En due aux fonctions monotones croissantes et, d’une façon analogue, 

À (2 bS aux fonctions monotones décroissantes. k 

PAT “(he 
ae Fù Soit, plus généralement, l'ensemble J des fonctions f telles 

\6 que U = V ; on démontre, et ce sera admis en classe terminale, 

se qu'outre les fonctions monotones, appartiennent aussi à J , en 

b particulier, les fonctions continues, les fonctions monotones ou 

se À continues par morceaux ; pour ces fonctions aussi, l'intégrale de f sur 

L'La 
b 

\ [a, b] est définie et sera notée par É f(x) dx=U=V. 
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Bien que les résultats suivants, extension des résultats énoncés sous les mêmes lettres pour des fonctions en escalier, soient d'une démonstration aisée, on pourra les admettre ici : a —— 
a) J est un espace vectoriel sur IR : 

b) l'application de J dans CHERE - fP f(x) dx est une forme linéaire sur J : à 

c) sife J'etge J,, et si Vxe Le, b], F0 < gx) alors JP f (dx) 
< : g (x) dx ; ilen résulte, en particulier, que : sif € J et s'il 

existe MER, tel que V xe [a, b], |f(x) I<M, alors | LE (dx | <M(b—a); : 
d) la formule de Chasles. 

Pourf ei, une valeur approchée de/P f (x) d x est donnée par 
la somme > Er er 1) f (£;) pour une subdivision quelconque 
Xo = 8, X1, … X5-1, X, = b de [a, b] et pour un choix quelconque 
de £ e[x,_,, Xl i = 1,2, … n ; une telle somme est appelée 
somme de Riemann. 

Si l'on partage, en particulier, [a, b] en n intervalles égaux de 
b—a 

et si l'on prend £; = x;_, = 
longueur h = x; — LI 

a + (i — 1) - la somme de Riemann précédente s'écrit : ne = 

ne 

b — a 

n b—a 
f (a) + f(a + = 1+...1R477) 

n 

elle définit une fonction de l’entier f qui a pour imite /P f(x) dx 

(b— a): 

 - 
quand n tend versWinfini (propriété démontrée pour une fonction monotone, admise ‘pour une fonction continue}; le libellé d'exercices Î relatifs à la recherche de telles limites devra toujours rendre apparent un choix de f et de [a, b]. 

Le nombre b 1 Ê f (x) d x est appelé valeur moyenne de la 

fonction f sur [a, b] ; il est compris entre tout minorant et tout majorant de f sur [a, b]. Si f est une fonction continue: et en vertu du théorème des valeurs intermédiaires, iLexiste dans Ja, b{un nombre c au moins tel que cette valeur moyenne soit f (c) (formule de la moyenne). + À : 
S car m(t-e) £ [ P(cjde (6 à) 

a 
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Supposons f continue sur [e, b], soient & un réel de [a, bJet 

X 

G la fonction définie par f (t) dt, xe [a, b]. 

Xo et-xo + h appartenant à [a, b], on a G (xo + h) — G (xo) = 

+ : 
se 4 f(thdt, hf(xo) = ÊE a f(xo) dt d'où par sous 

0 0 : 

traction G (xo + h} —G (xo) — hf (xo) = Gore Lf (t) —f (xo)] dt. 

Lorsque t varie de xo à xo + h, lf(t) —f (xo) l'est borné supérieu- 

rement ; il existe un nombre & (h) tel que /0 +h [ft -f Cr
o)ldt 

0 
= h,& (h) avec |& (h}1< Sup”lf (1) — f (xo) 

La fonction f étant continue, quand h tend vers zéro, 

sup. | f (t) — f (xo) | et par conséquent & {h) tendent vers zéro. 

On en déduit que G est dérivable au point xo, et a pour dérivée 

f (xo). 
Toute fonction f continue sur [a, b] admet donc desprimitives, 

et si F est l’une d'les / #69 dx=F (b) —F (a). 

La notation traditionnelle {x) d x pour désigner l'ensemble 

des primitives de la fonction f présente des inconvénients, et il vaut 

mieux l'éviter. Chacune des primitives de la fonction f continue sur 

l'intervalle Î se note : 

LA *X ft dt+C, a étantiun élément de Ï et C un nombre réel 

quelconque. 

Les élèves doivent connaître les primitives qui résultent ‘à vue” 

des formules connues de dérivation des fonctions usuelles, en parti- 

culier celles de (x — a)", n € Z. On déduira du calcul des dérivées 

la formule dite d'intégration par parties : 

É u {t} v' (t) dt = [u (t) v(t)J + v (t} u’ (t) dt. 

Sont hors du programme : 

— la formule dite d'intégration par changement de variable. 

— toute étude de la décomposition des fractions rationnelles en 

‘éléments simples. 
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$ 2. Aires. Dans le nouveau Programme, comme dans l'ancien, une “théorie des ensembles quarrables"” est à exclure. || est seulement demandé de savoir que, dans un plan affine euclidien, il existe une famille d'ensembles de points, dits ensembles quarrables, tels qu’on peut définir une application , dite aire, de cette famille see IR,, jouissant notamment des propriétés suivantes : be À 

a) SiE; etE; sont des ensembles quarrables, 
— leur réunion et leur différence le sont : 
T ona: E ME,=9 QUE; UE,) = Œ(E:1) + CL (E), 

ce qui entraîne E, € E> =Œ(E,) < Œ(E). 

b) Si E est quarräble, tout transformé E’ de E par isométrie est quarrable, et on a : © (E') = (E). 

c) L'ensemble K des points M (x, y) définis dans un repère ortho- normé par : 0O<x<a et 0< y <b est quarrable et son aire est ŒUK) = ab. 

Le nombre (\(E) est désigné souvent par “aire de E”. 
On admettra enfin que, f étant une fonction positive, monotone sur [a, BJ où plus généralement telle qufe JL, l'ensemble E des points M (x, y) définis dans un repère orthonormé par a < x <b et 0 < y < f (x) est quarrable : le problème est d'exprimer CL (E). 

Soient et V deux fonctions en escalier telles que : Vx€{a, b] P (x) < f (x) < Ÿ (x) : les ensembles E’ et E’’ analogues à E et 
relatifs à ÿ et W sont quarrables et d’aires (L (E') =f? (x) d x, 
QE") = JP 60 d x, d'où A (E') € CL(E) < CL(E”) pour tout 
choix de w et W ; © (E) est donc l’unique réel compris entre l’en- 
semble des (L(E') et l'ensemble des CE"), c'est-à-dire : 

QUE) = + 650 dx. 

On pourrait, pour une fonction continue sur [a, b], retrouver 
ce résultat par un raisonnement classique utilisent la dérivée par 

rapport à x de [* f(t) dt. 

; b Dans le cas où, f gardant un signe constant, / f (x) d x est 

négatif, l'aire de l'ensemble plan correspondant est sf f(x) dx; 

1896 
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cependant, en mécanique et en physique, il est utile dans certaines 

représentations graphiques d'interpréter l'intégrale elle-même comme 

définissant une ‘’aire algébrique”, l'application se faisant alors dans IR 

et non pas seulement dans IR,. 

83 L'espace affine euclidien étant un modèle du monde physique, 

on appliquera le calcul intégral à l'évaluation des volumes, des masses, 

des moments d'inertie, à partir de formules qu'on présentera de 

façon intuitive, sans soulever de difficultés théoriques. 

Une fonction f étant périodique, de période T, on appelle 

valeur efficace de f le nombre positif u défini par : 

1 œ+T 
2 2 = — f* (x) d 
Em e FE 

Il ne dépend pas de æ car, si F est une primitive de FF 

gx) = F (œ + T) —F (x) a une dérivée nulle par rapport à «. Bien 

entendu, si pour tout x, | f (x) l'est compris entre m et M, alors Hest 

lui-même compris entre m et M. Les élèves en rencontreront des 

exemples dans l'étude des courants alternatifs. 

V. Exemples de fonctions numériques d'une variable réelle 

Que ce catalogue soit donné au chapitre V ne signifie pas, bien 

au contraire, que le professeur doive attendre jusqu'ici pour étudier 

systématiquement, l'une après l’autre, les diverses fonctions énu- 

mérées ; il trouvera le plus souvent avantage à les introduire dans les 

chapitres 111 et IV pour illustrer au plus tôt d'exemples les questions 

théoriques qui font l’objet de ces chapitres et pour familiariser ainsi 

les élèves avec l'application des théorèmes généraux à toutes les 

onctions du programme. 

Pour x > 0 et q EIN*, la définition de Vx résulte de l’exis- 

tence d’une fonction réciproque de la fonction x +—>xq. 

$81-2 Pourx>Oetr =< {p EZ, q EIN*), x' pourra être défini 

RE : à re 
comme égal à XP (cette notation, si elle est utilisée pour x < 0, 

est un abus d'écriture qui présente des dangers). 

83 L'étude des suites arithmétiques et géométriques, déjà men- 

tionnées au 111 1° et 2°, peut être menée de façon parallèle (CF. pro- 

gramme de Seconde CH 

On évaluera la somme des n premiers termes et on l'étudiera 

quand n devient infini ; 
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quant au résultat lui-même, concernant une suite géométrique : 

lim (1+q+ …. + qn=!)= 
N + —gq 
vent avoir le rétablir promptement, ils peuvent aussi l'utiliser de 
mémoire, sans autre justification, à l'écrit du baccalauréat. 

si |[ql<1, les élèves doi- 

Certaines des questions traitées restent valables pour une suite 
complexe, fonction complexe de la variable n € IN ; en particulier, 
l'étude d’une suite géométrique de raison q = cos & + ji sin «x, faite 
seulement à titre d'exercice, a son intérêt en trigonométrie. 

$4 L'étude des fonctions circulaires comporte une révision des 
formules établies en Première, d’addition, de transformation de 
produits de sinus et de cosinus en sommes, et inversement. 

$85-6-7 La fonction logarithme népérien sera définie sur IR? par 
x dt : à Log x = f} a la fonction exponentielle sera obtenue comme 

fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. On justifiera 
les règles de calcul et l‘isomorphisme ainsi établi entre le groupe 
additif (IR, +) et le groupe multiplicatif {RŸ, x). 

Le programme précise les formes indéterminées, relatives à ces 
fonctions, que les candidats doivent savoir étudier. Toute autre 
recherche de limite ne peut être demandée au baccalauréat qu'en 
indiquant une méthode : cette restriction ne concerne pas les limites 
qui ressortissent, sans transformation intermédiaire, à la notion de 

Log (1 + X — 
Logithetex) ado 

1 dérivée, telles que les limites de quand x 
tend vers zéro. 

La notation el* pour désigner cos x + i sin x permet de retrouver 
facilement des formules de trigonométrie, elle rendra service dans 
l'étude des phénomènes vibratoires ; mais cette notation n'est pas 
imposée et ne peut faire l'objet de questions écrites ou orales au 
baccalauréat. 

$8 En Seconde et en Première, les élèves ont appris l'usage de la 
règle à calcul, ils doivent s'en servir avec aisance en classe terminale. 
Seules les techniques simples fournissant le carré ou la racine carrée 
d'un nombre donné, le produit ou le quotient de plusieurs nombres, 
éventuellement les cosinus et sinus, pourront être demandées au 
baccalauréat ; il n'est pas besoin pour cela de règles de spécialistes. 
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On pourra utiliser toute table numérique, carrés et cubes, 

racines carrées et cubiques, inverses, fonctions circulaires, logarithme 

népérien et exponentielle, … L'emploi de telles tables et la construc- 

tion de machines à calculer simples ont notablement réduit le rôle 

des tables de logarithmes décimaux ; ces dernières restent néanmoins 

un outil usuel et peu coûteux et le maniement des tables de loga- 

rithmes à cinq décimales pour les nombres et les fonctions circulaires 

devra être connu des élèves. On donnera une idée de l'imprécision 

des tables, mais aucun calcul d'erreur ne sera demandé au bacca- 

lauréat sur ce point. 

L'emploi de machines à calculer de bureau, prévu par les pro- 

grammes et les commentaires de Seconde et de Première, demeure 

des plus recommandables en classe terminale. 

$9 Toute généralité sur les équations différentielles est hors du 

programme. On désire seulement qu'en vue de la physique. les 

élèves sachent donner toutes les solutions des deux types d'équation 

explicitement indiquées dans cet alinéa. 

VI. Eléments de géométrie affine et euclidienne 

Dans ce titre VI, les énoncés de certaines définitions ou de 

certaines propriétés pourront avoir une forme générale ; mais les 

exemples et les applications respecteront les conditions ‘’n < 3" et 

“corps de base IR’ imposées par le programme. 

Sont hors programme les matrices dont l’une des dimensions 

est supérieure ou égale à trois, ainsi que les déterminants d'ordre 

égal ou supérieur à trois. 

$ 1: Géométrie vectorielle. Soient E un espace vectoriel, E: et E2 

deux de ses sous-espaces vectoriels ; les vecteurs Z 
> > > > > 
ANSE, NÉE, Y€EE 

2 

forment un sous-espace vectoriel E’ de E. SiE, ME; = } 0 À E, et N 

E sont dits deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans ES Un 

E' est dit somme directe de E; et E2. 

La définition d’uneapplication linéaire f d'un espace vectoriel 

E dans un espace vectoriel F, déjà donnée en Seconde, sera reprise 

et enrichie d'exemples ; f estunhomomorphisme de E dans F, on 

montrera que le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E et que 

l'image de E est un sous-espace vectoriel de F ; on vérifiera, pour 

n < 3, que la somme des dimensions du noyau de f et de l'image f (E) 

est égale à n, dimension de E. 
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Parmi les applications linéaires de E dans E, on s'attachera 
aux automorphismes de E, applications éduit 31 ‘a de E sur 
lui-même, c'est-à-dire dont le noyau se réduit à 204 ; ils forment un 
groupe, dit groupe linéaire de E ; les homothétiès vectorielles en . SN 
forment un sous-groupe commutatif et toute homothétie vectorielle  : 
commute avec toute application linéaire de E qe à 

En. 5 

Pour préparer leŸVI 4°,ilsera intéressant dede dès main- 
tenant les automorphismes involutifs d’un espace vectoriel E. Sis est 
l'un d'eux dont on suppose l'existence et si à tout vecteur X de E 
on associe les deux vecteurs : 
> 1, > > 
Y=3[X+s0%0],; Z= 

À 

1 > > 
3 [X—s(X] 

> > > 2 SU > — > > x alors s(Y)=Y; s(2)=-2, X=V12.et AX zy-Zz 
il en résulte que E est la somme directe de deux espaces vectoriels 12 
supplémentaires E’ et E‘’, composés : 2 
— Pour E’, des vecteurs invariants par s, = Se o! il — pour E”, des vecteurs changés par s en leurs opposés. Le À À y 

et P) 

3) Inversement, soient E’ et E‘’ deux sous-espaces vectoriels sup- 
plémentaires de E, dont les vecteurs sont notés Ÿ pour. E'et Zpour 
E’2 L'application, f qui, à tout ve = Y +Zde E associe le 
vecteur f (X) = Ÿ — Z, est u Gutomorphiménrolut de E laissant 
invariants les vecteurs YŸ de E’ et tänsformant les vecteurs Z de ES 
en leurs opppsés. LUS) o! f s 

Dans le cas où n = 3, on trouve ain quatre types d'auto- 
morphismes involutifs : 

3 
a) E EME jo, s est l'identité ; 

b) E’ est un plan vectoriel, E”’ est une droite vectorielle non incluse 
dans le plan ; 

c) E’ est une droite vectorielle, E’’ est un plan vectoriel n'incluant 
* pas la droite ; 

>, 

d)\Eù—= 10 à E"=E , sest l'homothétie vectorielle de rapport — 1; 
les automorphismes involutifs des types b, c, d peuvent être 
appelés symétries vectorielles. Le 
Una Feu choidie une base cenven y La meute 
au If aut. duv.estde Lu dei € Praz: | 

Toute l'étude précédente peut être illustrée par des figures 
(cf. commentaire de Première C, introduction à la géométrie). 

À © @ ASOIEO 
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$ 2 Géométrie affine \Un rappel dè Première concernera : 

_ Ja définition d’un espace affine ; € 

_ ja définition d'une variété affine (dans l'espace de dimension 3il 

en existe cinq types, espace entier, plan, droite, point, ensemble 

‘vide), la définition de sa direction et celle de sa dimension: 

_ l'intersection de deux variétés affines, qui est une variété affine, : 

— l'étude du parallélisme. 

= Un repère cartésien est constitué par un point (origine) et une 

M ne Eu base de l'espace vectoriel associé : un repère affine est un ensembl 

CE | ordonné : 5 PSN St: ; è \ Le 

À ne \— dur une Mate, 2 M5 a >huet,: Him 4 ee b 

| — dans le plan, de trois points non alignés, Da M 2 ù Pr 

— dans l'espace,de quatre points non coplanaires. Fin 3 : e pe b 

L'étude du barycentre conduira à la a où Bd (M À 

variété de l'espace affine de dimension trois comme ensemble des 

penennes des points d'un repère sine attaché à la Variété 

si n Cte de coe icients convenables. 

Mais est hors du programme la technique des coordonnées 

barycentriques. 

83 Applications affines. Par définition, & étant un espace affine et 

E l’espace vectoriel associé, f est une application affine de & dans & 

s'il existe un point Mo de & tel que. pour tout point M de & l'appli- 
> E—— 

cation F de E dans E définie par FE (Mo M=f (Mo) f (M) soit une 

application linéaire ; on a alors :, 

vVAES, vBE&, F(AB)= f{(A)f{B):; \< À 
EVE 

F est appelée l'application linéaire associée à f. 

Une application affine f est déterminée par l'application linéaire 

associée F et par le couple formé d'un point particulier et de son 

image. 

On mettra en évidence la propriété du barycentre ; si M est 

barycentre de À, B, C, … affectés des coefficients «, B, y, … ators 

f (M) est barycentre de f tA) #8) 1 (0 affectés des mêmes 

coefficients, et réciproquement. {si f (A) et f (B) sont confondus ce 

point sera affecté du coefficient « + (3). 

Quelle que soit une application affine, l'ensemble de ses points 

invariants est une variété affine. $ 
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De nombreux exemples d'applications affines seront donnés et, 
en premier lieu, outre les applications constantes, celles qu'indique 
le programme : ï 

— les translations, qui forment un groupe commutatif, et pour 
lesquelles l'application linéaire associée est l'identité ; 

— les homothéties, et à ce propos un bon exercice peut consister à 
montrer que les applications du groupe homothéties-translations 
sont caractérisées, si n > 2, par le fait qu'elles transforment toute 
droite en une droite parallèle ; 

— les projections : soient Ÿ une variété affine de direction P et D un 
sous-espace vectoriel supplémentaire de P ; pour tout point ME&, 
la variété affine Z et la variété affine contenant M et de direction 
D ont pour intersection un point m. 
L'application de & dans ? , M +>m, est affine, on l'appelle la 
projection de & sur ? de direction D. 

— les applications affines involutives : une telle application f a au 
moins un point invariant, à savoir le milieu de AB, où B =f (A): 
et À = f (B) ; la classification antérieure des applications linéaires 
_involutives donne alors, par exe S un espace affine de 
dimension 3, l'identité, la symétrie par rapport à un point, les 
symétries obliques par rapport à une droite ou un plan. 

| 

Est hors du programme la propriété mirent) 
des applications affines : soit & un espace affine de di 
et f une transformation de &, c'est-à-dire une bijection d & sur 
lui-même ; si, quels que soient les trois points alignés À, B, C de & 
leurs images f (A), f (B), f (C) sont aussi alignées, alors f est une 
application affine. 

je 

$4 a) Transformations orthogonales. La notion d'espace vectoriel Chot 
euclidien, déjà entrevue en Seconde et présentée de façon générale 
en Première, n’a pas à être reprise encore une fois. Si f est une appli- 
cation linéaire dans lui-même de l'espace vectoriel euclidien E, 

——_—_— + > 

conservant la norme, c'est-à-dire telle que, pour tout X, ||f (X) || = 
eu 

Il X I, 2e qui entraine la conservation du produit scalaire, 
2 

f (D: f. M = a Y, f est appelé transformation orthogonale (ou 

isemétrie-vectarielle), c'est un automorphisme de E. Ces automor- 
phismes particuliers forment un groupe, par définition le groupe 
orthogonal O (E). 

Réciproquement, on montrera que si f est une application de E 
dans lui-même qui conserve le produit scalaire, elle’ est alors linéaire 

et est donc une transformation orthogonale (une démonstration, 
parmi d'autres, s HR à celle qui est présentée au 8 5 pour les 
isométries). 
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b) Transformations orthogonales involutives. On utilisera - 

l'étude des automorphismes involutifs d'un espace vectoriel, déjà 

faite au VI1°:on montrera que tout vecteur de E’ est orthogonal 

à tout vecteur de E” et donc, dans le cas de la dimension 3, les 

transformations orthogonales involutives sont l'identité, la symétrie 

vectorielle orthogonale par rapport à un plan vectoriel ou à une droite 

vectorielle, l'homothétie vectorielle de rapport — 1 

SE c) Transformations orthogonales du plan vectoriel. On a vu en 

— Z.w Première que les transformations orthogonales du plan vectoriel 

D forment un groupe J , non commutatif, pour la composition des 

applications ; l'ensemble de ces transformations se décompose en 

6-- © deux parties disjointes : 

— le sous-groupe commutatif R des rotations vectorielles planes, 

dont les matrices dans une base orthonormée sont du type 

r= Ê “ à avec a? + b? = 1 ; une rotation vectorielle plane, 

autre que l'identité, ne laisse invariant qu'un seul vecteur, le 

—_ 
vecteur 0. 

— [a famille S des transformations orthogonales planes associées aux 

matrices du type s = [é si] avec a? + b? = 1 ; on en fera 

l'étude, laissée de côté en Première ; chacune d'elles laisse inva- 

riants une infinité de vecteurs, ceux d'une droite vectorielle ; ce 

sont, au sens défini plus haut, les symétries orthogonales par. 

rapport à une droite. $ n'est pas un sous-groupe de J : 

si, ESetS ES, alors S2 0 S: ER:;siSE SetRER, alors 

SoRESet RoSE S ; touterotation vectorielle plane est le produit 

de deux symétries vectorielles planes, dont l'une est d'ailleurs arbi- 

traire. 

d) Classification, à l’aide de leurs invariants, des transformations 

LL orthogonales de l'espace vectoriel euclidien E de dimension 3. L'en- 

semble ÙL des vecteurs invariants étant un sous-espace vectoriel, 

quatre cas peuvent se présenter : 

* UE, la transformation est l'identité. 

* AL est un plan vectoriel P. La droite vectorielle D orthogonale à P 

est globalement invariante : le cas de l'identité étant écarté, tout 

vecteur V appartenant à D est transformé en — V : la transfor- 

mation est une synfétrie vectorielle orthogonale par rapport au 

plan vectoriel P. | Vans a) 20 = a) = À 4 

EVE nn 
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77 L à à 
c * { est une droite vectorielle D. Le plan vectoriel P orthogonal à D 

est globalement invariant, mais il ne contient aucun vecteur inva- 

riant autre que 0 : la restriction à P de la transformation consi: 
dérée est une rotation vectorielle plane d'angle @ non nul. 

| | Une transformation de ce type, dont les seuls éléments fixes 
sont ceux d'une droite vectorielle, est appelée rotation vectorielle ; 
cette rotation vectorielle peut être notée (D, ÿ). La droite vectorielle 
D et l'angle de la rotation vectorielle plane ÿ sont dits l'axe et l'angle 
de la rotation vectorielle considérée (exemple : la symétrie vectorielle 

* orthogonale par rapport à une droite vectorielle, appelée aussi demi- 
tour vectoriel, © étant alors l'angle plat). On convient de considérer 

# identité Comme la rotation vectorielle particulière d'angle nul. 

= 
U =} 0 }, exemple : l'homothétie vectorielle de rapport — 1. 

e) Conclusion. Les rotations vectorielles et les transformations 
orthogonales qui ne sont pas des rotations. vectorielles peuvent être 
étudiées de bien des manières. On peut, par exemple, faire l'étude 
systématique des symétries vectorielles orthogonales par. rapport à 
des plans vectoriels et, S étant leur ensemble, établir les théorèmes 

suivants : 

une symétrie qui les échange ; 

— le produit de deux éléments de S est une rotation vectorielle ; 
inversement, toute rotation vectorielle est, et d’une infinité de 

façons, le produit de deux éléments des. 

En particulier, une symétrie vectorielle orthogonale par rapport 
la droite vectorielle D est le produit commutatif de deux symétries 

[en orthogonales par rapport à deux plans vectoriels “per- 
ei )fendiculaires"” contenant D (deux plans vectoriels sont dits perpen- 

“diculaires s'ils sont orthogonaux à deux droites vectorielles ortho- 
gone j 

Ab à 

— les rotations vectorielles de l’espace de dimension 3 forment un 
sous-groupe O* (E) du groupe orthogonal O (E) ; 

ip" On en déduit alors que : 

— toute transformation orthogonale est le produit de trois symétries 

s au plus. 
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En d'autres termes, O7 désignant l'ensemble O — O* des trans- 

formations orthogonales de S autres que les rotations vectorielles : 

Yg EO', YgEO, gi og € 0° 

Vyn EO, Yy € O7, NONEO 

YVyYE0,. YgEO, goYE O0 et YogE O. 

Dans l'espace de dimension 3, l'homothétie vectorielle de 

rapport — 1 appartient à O: : il en résulte que toute transformation 

de O7, autre que cette homothétie vectorielle, est d'une manière 

unique : 

— le produit commutatif d'une rotation vectorielle et de cette homo- 

thétie vectorielle, 

— le produit commutatif d'une rotation vectorielle et d'une symétrie 

vectorielle orthogonale par rapport au plan vectoriel orthogonal 

à l'axe de la rotation. 

f) Orientation de l'espace vectoriel euclidien de dimension 3. 

On a vu en Première les deux orientations possibles d'une droite 

vectorielle, puis d'un plan vectoriel euclidien. 

> 
V et V' étant deux vecteurs non nuls du plan vectoriel euclidien, 

de coordonnées respectives (ÿ) et ù dans une base orthonormée 

> + È , a safe LAS 
8, Sin (V, V') est l'élément b de la matrice F À relative à D, 

de la rotation vectorielle d'angle (V, V'). à 

Si le plan vectoriel euclidien est orienté, et si on le rapporte à 

une base 8 directe, alors le nombre bet, par conséquent le nombre : 

° > + 

XX] 2 xv-vx= IV. II Sin (V, V9 
Ve SHRUNS 

ne dépendent pas de la base directe À. 4 

Soient maintenant un espace vectoriel euclidien E de dimension 

> > > —> - 

3et (i, j, k), (in, ja, k;) deux bases orthonormées de E ; on mon- 

trera que l'existence d'une rotation vectorielle (identité comprise) 

transformant l’une des bases en l'autre, est (comme dans le plan) une 

relation d'équivalence à deux classes, ce qu'on exprime en disant 

que E est orientable ; privilégier lune de ces classes, c'est orienter E. 
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Mais, l'espace vectoriel euclidien E étant orienté, ses droites 

et ses plans vectoriels ne sont pas orientés par là même : il est 

cependant possible, et souvent utile, de donner à un plan vectoriel 
et à la droite vectorielle D qui lui est orthogonale des orientations 
associées. La convention suivante est alors commode : P étant 

orienté et (i, j} étant une base orthonormée directe de P, le sens 
ee FR 

positif de D est le sens du vecteur k-tel que (i, j, k) forme üne base 

orthonormée directe de E ; on montrera que ce vecteur k est indé- 

pendant du choix du couple {i, j) dans P ; si l’on change l'orientation 
— 

de E, k est changé en son opposé. La demi-droite À de D ayant pour 
a 

vecteur directeur k est la demi-normale positive de P. Inversement, 

la convention précédente oriente P, dès qu'on a choisi une orientation 
sur D. 

Le couple (P orienté, À) ainsi obtenu est direct ; le triplet « 
(A, bd , À) formé par les demi-droites vectorielles de bases respec- 

= 
tives i, j, k est un triplet orthogonal direct de demi-droites ; le triplet 
> +" —> 
(V:, V2, V) formé par trois vecteurs portés par À;, À,, À dans 

l'ordre, est un triplet orthogonal direct de vecteurs. 

On notera que la convention précédente permet de déterminer, 
dans l’espace vectoriel euclidien E orienté, une rotation vectorielle 
par son axe D orienté et par un nombre réel qui, en radians, degrés 
ou grades, caractérise l'angle # de cette rotation vectorielle dans le 

= plan P orthogonal à D et orienté par l'orientation de D. 

L'orientation de l’espace vectoriel euclidien E entraîne celle 
de tout espace affine euclidien associé ; on dit que le repère cartésien 

ee + 
(©, i, j, k) est direct pour exprimer que la base (i, j, k) de E est 

directe ; le trièdre formé par les trois demi-droites Ox, Oy, Oz, de 

vecteurs directeurs i, j, k, est alors un trièdre trirectangle direct. 

c) Produit vectoriel. . Soient, dans l’espace vectoriel euclidien 

orienté E, deux _ vecteurs Ü Ve; le produit vectoriel de Ü par Ÿ 

est un vecteur we, noté ÿ À Vdans l’ordre et lu ‘’U vectoriel V”, 

qui est le vecteur rs si (Ü, V) est lié, et qui peut être défini de diverses 

façons si (U, V) est libre ; 
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? Ainsi: 
+ . : # : Te e . . 

Soit P le plan vectoriel déterminé par U et V, qu'on oriente arbi- 

trairement ; soit k le vecteur unitaire de la demi-normale à P ainsi 

orienté ; alors W = HU 11. HV I Sin {U, V) k, Sin (U, V) étant 

évalué ici relativement à une base orthonormée directe de P ; on 
_ 

vérifie que W ainsi défini est indépendant de l'orientation de P. 

Soit VA la projection orthogonale de Ÿ csun Je planavectoriel Q 

orthogonal à Ü: alors We — = | Ü Il. Il Ÿ Il K, où k'est le vecteur 

unitaire tel que (U. Ÿ, K soit un triplet orthogonal direct. 

W se déduit de V'par trois applications linéaires successives, dont 

les deux Haaseont permutables : projection de Var Je plan 

Q orthogonal à U, homothétie vectorielle de rapport LU Îlet 

rotation vectorielle d’axe D orienté par U et d'angle 0 = + d 

{angle droit direct dans Q orienté par U). 

On établira, en s'aidant au besoin de figures classiques, les 
propriétés du produits vectoriel, notamment : 

DA ed 

V(LHE IR, AU A aV = Au DA V, 
— La 

DAV=-VAU, 

> > > 
On exprimera les coordonnées du produit vectoriel W= U À V 

dans une base orthonormée directe, au moyen des coordonnées de 

Ü et V ; bien des élèves retiendront ces expressions, ils devront tous 

savoir les retrouver promptement ; elles donnent une manière pra- 

tique de trouver la normale à un plan déterminé par deux vecteurs. 

$5 Isométries de l’espace affine euclidien. On note ici E un espace 
vectoriel euclidien et & un-espace affine euclidien associés. 

Une isométrie de l'espace affine euclidien & est une application 
f de & dans & telle que : 

> ————> 

v(A BE &, IlABIl= || f(A) f(B) ee 

Coy Prat A. dep leurr. . NEVER 
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a) Une isométrie est une bijection affine. Quels que soient les 

se trois points A,B,. B,.C de &, leurs images A, BC parf f sont telles sque 

2 : AB . AC = = AB + A'C' puisque BC IP =. IIBÀ IP + NAËIP* 
de sa 

+2 BA. AË etque IIBCI = IIB' C2... ; 

aS Soient O, |, J, K quatre points fixés de &, tels que (O, oi, Où, 

OK) forme un repère cartésien orthonormé : ils sont transformés. 
=> —> —> 

par f en quatre points O’, l', J’, K’ et (0°, O’l”, O'J", O'K') formé. 

aussi un repère cartésien orthonormé ; 
à x 

tout point M de coordonnées F dans le premier repère a pour 
rA X » 

ss age par f le Php M' de coordonnées b) dans le second repère et #0 

nn : PRE F are 
FOR oT.0M- O1. OM=x,y=y,z=2; cela établit 

‘ue f est une bijection affine dont | l'application vectorielle associée 

F est une transformation orthogonale de E. 

70 
Les isométries forment un RC l'application qui à toute 

| 
| 

| r” 
(E de l’espace affine euclidien & associe la transformation 

Tge 
orthogonale correspondante de l'espace vectoriel euclidien E associé 

&, est un homomorphisme; le ne de cethomomorphismeest le 

sous-groupe des translations. z neutre 

On appellera re fée MC OPET dé & pour lesquelles 

la transformation orthogonale associée est une rotation vectorielle ; 
les déplacements forment un sous-groupe du groupe des isométries. 

b) Classification des isométries planes. On classera d'abord les 

isométries planes : 

À . — les déplacements plans ; on démontrera qu'un déplacement plan 

est une translation ou une rotation, dont on donnera la définition ; 

æ : — les antidéplacements plans ; on en donnera la forme canonique, 
à savoir le produit commutatif d’une symétrie orthogonale par 
rapport à une droite et d'une ransiétion pa aleles à la droite. 

gate Ne celle pebown hertKon 
car mix” Dal fu ae 

c) Classification des déplacements de l'E de ensio 

On définira les translations, les rotations, les vissages, et l'on démon- 

que tout déplacement f de l’espace est une translation, ou une 

rotation, où au sens strict un vissage. 
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Le fait important qu'un déplacement f estSééterminé)par la 
ée de la transformation orthogonale associéd F Jet d'un couple 

Te (LA AÿE f (A) ] pourra être utilisé à cet effet. 
Æ 

177 La-recherche des points fixes d’antidéplacements conduit, de 
façon naturelle et Mtéressante, à classer les antidéplacements : cette 
étude n’est pas au programme, elle Beut donner lieu à des exercices 
däns une classe qui en exprime le désir, mais non à-une question 
d'examen. ; em 

4 d) Groupes d'isométries laissant invariant un ensemble donné. 
On se gardera de faire de cet alinéa un domaine d'érudition ; il s'agit 
surtout d'enrichir d'exemples tous les alinéas antérieurs. On se bornera 
à des exemples simples tels que segment, triangle équilatéral, carré, 
ensemble de deux droites non coplanaires, ensemble de deux plans, 
tétraèdre . régulier, cube. 

Les élèves se familiariseront ainsi avec les modèles d’un certain 
nombre de configurations utiles dans les sciences et les techniques ; 
on en rencontre dans l'étude des édifices atomiques. 

VII: Compléments de géométrie euclidienne plane 

$1 Angles de droites. Rappelons un résultat acquis en Première : 
soient, dans le plan vectoriel euclidien P, l'ensemble @ des demi- 
droites vectorielles À incluses dans P, À le groupe des rotations 
vectorielles de P. La relation dans x @ “il existe une même rotation 
vectorielle ÿE À, qui fait passer de À, à À, , de A’, à A," est 
une relation d'équivalence J et chaque classe d'équivalence est 
appelée un angle de demi-droites ; on donne à l’ensemble (\ des 
angles de demi-droïtes une structure de groupe additif («angle nul, 
p angle plat). 

De même, soit ® l'ensemble des droites vectorielles D incluses 
dans P ; la relation dans ®' x @' ‘il existe une même rotation 
vectorielle WE R, qui fait passer de D; à D), de D’, à D" est une 
relation d'équivalence JL’ et chaque classe d'équivalence est appelée 

un angle de droites ; on donne à l’ensemble (' des angles de droites 

une structure de groupe additif. 

Parce qu'il existe sur une droite vectorielle deux demi-droites 
vectorielles opposées, il existe deux rotations vectorielles transfor- 

mant la droite donnée D; en la droite donnée D;, l’une d'elles 
a pour angle «, l'autre & + p. Par suite : 
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— soit « un angle de demi-droites, « € ©; l'application quià « 

associe l'angle de droites (D, D2), D: étant la transformée de D, 
par la rotation vectorielle d'angle «, est un homomorphisme de 

sur ©, le noyau étant je. pl ë 

— soit a un angle de droites, a = angle (D, D’) El; les angles des 
rotations vectorielles transformant D en D’ sont « etœ + p: 
l'angle de demi-droites & + & est égal à (x + p) +{æ+phet * RES 
l'application qui à a associe &œ + œ est un isomorphisme de Xi 
sur . L£ 

Ces résultats permettent d'étudier le problème des bissectrices 
d'un angle de droites vectorielles, ainsi que les deux ensembles des 
points M définis dans un plan affine euclidien associé, par la donnée 
de deux points À, B et d’un angle : 
— — 

(MA,MB)=x ou (MA,MB)=c', œ EU et «'E 

$2 Similitudes. La définition géométrique de la similitude, donnée 
par le présent programme, offre l'intérêt de pouvoir être utilisée 
ultérieurement pour un espace affine euclidien de dimension n > 2 : 
mais le programme se limite à l'étude des similitudes planes et le 
mode d'introduction est laissé au choix du professeur, soit par la 
géométrie, soit par les nombres complexes. L'équivalence de ces 
deux modes sera démontrée et les propriétés géométriques de cette 
transformation seront connues des élèves. 

L'étude des similitudes planes directes, définies dans le plan 
complexe par z H— a z + b (a # O0), figurait déjà dans l'ancien 
programme de terminale C ; on étudiera aussi, dorénavant, les simi- 
litudes planes inverses, définies par z > az+b(aÆ0). TT PE D RS nu 

L'inversion ayant disparu du programme, aucune question 
1 

Z 

mettant en jeu des transformations de la forme z => 1. ou z+—> 
Ê Æ 

ne peut plus être posée à l'écrit ou à l'oral du baccalauréat. 

83 Coniques. L'existence de la tangente à une conique en un. 3 
point donné peut se déduire immédiatement de l'équation de la 

courbe (dérivée de V œ& x? +fBx+ y par exemple), mais la dériva- 

tion vectorielle (111, 4) permet un développement plus riche en inter- 
prétations géométriques simples. 
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Les termes d’ellipse, d'hyperbole, de parabole, seront donnés 
en conclusion de l'étude des formes des courbes d‘équation : 

Ax?+By?+2Cx+2Dy+E=0, |[A|+ |B|# 0. 

On recherchera les ensembles de points définis, avec les nota- 
tions d'usage, par MF +MF'= 24, |MF—MF'|=2a, MF= eMm 
et l'on en déduira les deux définitions bifocale et monofocale de 
l'ellipse et de l'hyperbole, la définition monofocale de la parabole : 
on donnera les formes classiques des équations réduites des coniques, 
ainsi que l'équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
Hormis ce tout dernier cas, le repère sera orthonormé et on sera 
amené naturellement à montrer que l’ellipse est transformée d'un 
cercle par une ‘affinité orthogonale‘’. 

On pourra évoquer nombre d'emplois des coniques en physique 
(miroirs, interférences, .) et en astronomie (lois de Képler, ….). 

Sont en dehors du programme : 

— les propriétés des tangentes liées au cercle directeur ou au cercle 
principal ; 

— les générations des coniques comme enveloppes de droites : 

— tout changement de repère tendant à ‘faire disparaitre” le terme 
rectangle de l'équation générale d'une courbe du second ordre. 

VIII. Probabilités sur un ensemble fini 

$1 On a défini en Première des espaces probabilisés finis dans 
lesquels, S étant l'ensemble fondamental, toute partie de 2 est un 
événement. 

Il existe des sous-ensembles non vides de ? ((2) tels que le 
complémentaire dans 92 de tout élément de  appartienne à @, ainsi 
que la réunion de deux éléments quelconques de 8 ; le couple ((2, ) 
est dit un espace probabilisable. (2 et @ sont donc éléments de 8. 

On dit que p est une probabilité sur (Q, B ) si p est une 

application de B dans IR, telle que: p((2)= 1, 

V(B1,B)1EBx8, B,NB=0— p(B, U B) = 

p (B1) + p (B2). 
Il en résulte la formule : 

Y (B1,B2) € x @, p (B1 UB:) =p (B1) + p (B2) —p (B; NB). 

Le triplet (2, 8, p) est dit un espace probabilisé. 
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Une application mesurable (ou variable aléatoire) de (Q, &, p) 

dans un espace probabilisable fini (2, & *} est une application de 
Q dans (?’, telle que pour tout élément B' € l’ensemble =! (B:) 
est un élément de 8 ; si l’on pose alors p' He) [w=! (B')], le 
triplet (2', B', p'} est un espace probabilisé fini : on dit que p’ est 
la probabilité-image par l'application @. 

Ces définitions seront illustrées d'exemples. 

Pour introduire une variable aléatoire réelle, il est nécessaire 
d'associer à l'ensemble infini IR, un ensemble BR de parties B de IR ; 
B est élément de 8, si et seulement si B est la réunion d'un nombre 
fini d'intervalles de R. La famille Re a les propriétés de la famille 

B évoquée plus haut à propos de {. 

On introduira de même une famille BA? de sous-ensembles 

de IR?. 

Une variable aléatoire réelle (appelée parfois aléa numérique) 
est alors une application mesurable @ de (Q2,  , p) dans (IR, BE 

La fonction de répartition F de la variable aléatoire réelle g 
est donnée par F (x) =p[w7! (]—c,x[)]. 

. 

Un couple de variables aléatoires réelles est une application 
mesurable w de ((2, 8, p) dans (IR, B 82) : la loi du couple est la 
loi p’ définie par : 

VRNER p'Lfbyi]= p Le! (fev. 

Le programme supposant ©2 fini, p' [ } (x, y) È ]n'est non nul 
que pour un nombre fini de couples (u; , vi. : 

Loi marginale. Soit un couple de variables aléatoires réelles. 
La première loi de probabilité marginale est la loi P1 de la première 
composante de @ : 

BEB,, p1(B=pl#{(BxlIR)]; 
P { 3x )=p [wy! (x) X_IR) ] n’est non nul que si x est l'un des 
nombres u;. à : 

On définit de même la seconde loi marginale p,. En général, 
on n'a pas, pour tout ar (x, y) de réels, 

p'[ {x nil = Pr (3x) + p2 | vD ; quand ce fait se produit, les 
deux variables sont dites indépendantes. 
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Ces définitions se généralisent à un système de n variables 
aléatoires. 

$2 L'espérance mathématique E (X) d'une variable aléatoire X à 

valeurs uy, u2 … u, dans IR est, par définition, le nombre 4 PR 

uk p (ux). 

L'ensemble des variables aléatoires sur l'espace probabilisé fini 
t Un espace vectori él) application qui, à toute variable ete X 

associe son espérance mathématique est une forme linéair ur cet 
espace vectoriel{{/}en particulier, X; et X, étant deux variables 
aléatoires réelles, on a: E (X, +X:)=E (X1) + E (X2). 

On démontrera que si X; et X2 sont indépendantes, l'espérance mathématique de la variable aléatoire XX est E(X1). E(X2). 

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire à valeurs 
(u;, v) dans IR? est, par définition, le couple : 

Æ up'lu,v), Z v p'lu,,v) |: A Da tm) mea 
.on y reconnaît encore une application linéaire et aussi un barycentre. 

La variance d'une variable aléatoire réelle X est donnée par 
v(X) = ET X —E (X)  ; on démontrera qu'elle est égale à 
E (X2) — E2 (X). Par définition, l'écart-type est — (X) = Vv (X). 

L'inégalité de Bienaymé-Tchébicheff indique que, si une variable 
aléatoire X a une espérance mathématique a et un écart-type 3, 

alors PO > «}) SN 
— SE? 

On appliquera particulièrement cette inégalité au cas où une 
expérience est répétée n fois. On constate que, dans un grand nombre 
de situations concrètes, les résultats d'expériences successives sont 
sans influence les unes sur les autres. On traduit cette constatation 

- en postulant l'indépendance des variables aléatoires correspondantes, 
indépendance qui s'exprime dans le produit ('— Qn. 

Sur (', la probabilité de l'événement (Xi = 1, x, = a,) 
le produit des probabilités p (ai) … p (a,) ; l'inégalité de 

naymé-Tchébicheff donnera la “loi faible des grands nombres, 
i établit un premier lien avec la statistique : 
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X1, X2, … X,, étant des variables aléatoires indépendantes, n 
de Hire loi et d'espérance mathématique: commune à, 

do Lou + X2 + + X,) est une variable aléatoire telle que, 

pour a réel strictement positif €, 

lim p(ilV, =al>et) = 
n — co 
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